ARTICOLE METODICO-STIINTIFICE

O APLICATIE A CERCULUI LUI EULER

Prof. Ileana Stoica, Liceul ,, Andrei Muresanu” Bragov

La concursul interjudetean ,,Laurentiu Duican” de la Brasov, editia 2003 a fost
propusa la clasa a VII-a urmatoarea problema:

In interiorul unui triunghi ABC se considerd un punct oarecare M. Notam cu G,
G,, G; centrele de greutate ale triunghiurilor BMC, AMC si respectiv AMB. Se cere:
a). Sa se demonstreze ca dreptele AG;, BG,, CG; sunt concurente intr-un punct P;
b). Sa se determine pozitia punctului M astfel incat punctul P sa fie egal departat de
mijloacele laturilor triunghiului ABC .
Prof. Romeo llie, Brasov

Vom da o demonstratie a acestei probleme folosind uneler ezultate remarcabile
atribuite matematicianului elvetian Leonhard Euler (1707-)

Teorema 1 (cercul lui Euler)
Fie ABC un triunghi cu ortocentrul H . Daca D, E, F sunt mijloacele laturilor

[4AB],[AC], respectiv [BC], R, S, T punctele de intersectie ale inaltimilor din A,B,C cu
laturile opuse si X,Y,Z mijloacele segmentelor [AH,[BH],[CH], atunci punctele
D,E,F,R,S,T,X,Y,Z sunt conciclice.

Cercul pe care sunt situate se numeste cercul lui Euler sau cercul celor 9 puncte.

Teorema 2 (dreapta lui Euler)
Daca P este centrul cercului lui Euler, G centrul de greutate al triunghiului ABC, iar

H ortocentrul triunghiului ABC, atunci:

a) punctele P, G, H sunt
coliniare (dreapta lui Euler).

b) HP =3PG .
Demonstratia se face in mai T
multe etape:
Etapa I. Se arata ca patrulaterele
DRFE, DTFE, FESD sunt
inscriptibile. Cum trei puncte
necoliniare determini un cerc, ¥
rezultd ca punctele D, E, F,R,
S, T sunt conciclice. B

De exemplu, sa aratam ca
patrulaterul DRFE este R
inscriptibil. InaABC, DE este linie mijlocie, deci DE || BC, si astfel DRFE trapez. In
aABC, FE este linie mijlocie deci FE = AB/2. In a4BR , avem ca m(£ ARB)=90° ,
RD este mediand , deci RD = AB/2. Asadar RD = FE si DRFE este trapez isoscel,




deci patrulater inscriptibil.Etapa II. Se arata ca patrulaterele DTXR, YRFS, ZEST sunt
inscriptibile. Cum fiecare patrulater contine trei puncte deja situate pe un acelasi cerc
(etapa I) rezulta ca toate cele 9 puncte sunt conciclice.

Aratam ca DTXR este patrulater inscriptibil. In AABH, DX este linie mijlocie.
Rezultd cd DX || BH si m(£ADX) = m(£ABH),(1). in patrulaterul THRB avem
m(£ BTH)+m( £HRB) =90° +90° =180°, deci THRB este patrulater incriptibil si
m(£LTRH) =m(£TBH), (2). Din (1) si (2) rezulta cd m(£ ADX)=m(£ TRX), deci
patrulaterul DTXR este inscriptibil.
Etapa III. Notam cu N mijlocul segmentului [BG], G centrul de greutate al triunghiului
ABC . Se obtine ci BN = NG = GE . In cercul lui Euler, m(£YSE) =90° ,deci YE este
diametru, iar P este mijlocul segmentului [YE]. In aYEN , PG este linie mijlocie, deci
PG|| YN si YN =2PG .In aBHG, YN este linie mijlocie , deci YN || HG si HG =2YN .
Folosind axioma lui Euclid se obtine ca P, G, H sunt puncte coliniare, i, in plus,
HG =4PG si HP =3PG.

Rezolvarea problemei din concurs
a). Fie O mijlocul segmentului MC , (figura 2). InaBMC, BQ este mediani, iar G

0G;

1 . . .
centrul de greutate. Rezulta ca 5 = 3 In aAMC , AQ este mediana si avem ca

0G, 1 ; 0G _0G,
04 3 OB 04
GG, 1 .
——==—.Fie {P,{=AG; " BG, .

ap 3 e {Rj=AGINBG,
Din GG, || AB cu teorema funda-
mentala a asemanarii se obtine
GGy _ RG _ RG, . deci

AB AR  BA

. Din reciproca teoremei lui Tales se obtine ca GG, || 4B si

B

hG _1 ,(3). Fie V mijlocul
AR

segmentului [MB]. In a4BM ,

VG R
AV este mediand si — = l In
AV 3
AaBMC , CV este mediana. Rezulta ca V—Gl = 1 si ﬁ = V—Gl
cv 3 AV CV

, iar din reciproca teoremei

G,G
1G3 :%.Fie {P,} = 4G, A CG, . Din G,Gs || AC cu

lui Tales avem cd G|G5 || AC si

GG _BG _HKG .. 5hG _1
AP, CPR, AP, 3

Din (3) si (4), R, P, €[AG|]rezultd cd B, P, coincid deci 4G, NBG, NCG; ={P}.

(.

teorema fundamentald a asemanarii se obtine




b). Punctul P fiind egal departat de mijloacele laturilor rezulta ca este centrul cercului lui
Euler. Fie G centrul de greutate al triunghiului 4BC si F mijlocul segmentului [BC]. In

triunghiul 44, P avem —— ——- =—-—.—=1.Din reciproca teoremei lui Menelau
GF GM P4 1 23

punctele M ,G, P sunt coliniare. in triunghiul aMGF , punctele 4,P,G; sunt coliniare.

. . FG, .
Cu teorema lui Menelaus se obtine AG FG, MP =1 deci 2.1.mp =1de unde

AF GM PG 32 PG

MP . . . S
7o =3si MP=3PG . Avand in vedere proprietatea centrului cercului lui Euler,

HP =3PG ,rezultdicda M = H . Asadar dacd M este ortocentrul triunghiului, punctul P
este egal departat de mijloacele laturilor.

Asupra unei probleme cu ceviene izogonale
Prof. Silvia si Ionel Brabeceanu, Plopeni, Prahova

Problema pusa in discutie poate fi tratata separat folosind teorema fundamentala a
asemanarii, teorema bisectoarei, teorema lui Steiner, formule trigonometrice.

Definitii

1. Ceviana intr-un triunghi este dreapta determinatd de un varf al triunghiului si un punct
de pe latura opusa.

2. Ceviene izogonale sunt cevienele egal inclinate fata de laturile care pleaca din acelasi
varf cu ele.

Teorema lui STEINER

Daca AM si AN sunt ceviene izogonale in triunghiul ABC atunci are loc egalitatea

AB* _BM-BN \

AC? CM-CN N
Demonstratie:

Prin varfurile B, respectiv C ale tri-
unghiului ABC construim paralele la
laturile opuse. Se obtine astfel paralelo-
gramul ABDC. Notdm {E} = AM N BD c o

si {F} = AN NCD, (figura I). Cu Figura 1

< s o . . BE BM . AB BN .
teorema fundamentald a asemanarii gasim se obtine cd — =—— si — =——_. Relatia
AC CM =~ CF CN

. BE 4B .
de demonstrat devine — = ——, adevarata din asemanarea AABE ~AACF

Problema
In triunghiul inaltimea §i mediana din varful A impart unghiul £BAC in trei
unghiuri congruente. Sa se afle masurile unghiurilor triunghiului dat.

Preliminarii
Notidm cu x masura comuna a unghiurilor XBAD, XDAM , XMAC , unde
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AD 1 BC si BM = MC, (figura 2). in conditiile problemei triunghiul ABM este isoscel.
intr-adevir 4B = AM , deoarece AD este inaltime si bisectoare in triunghiul ABM .

BC
Rezulta ca BD = DM = e *). A

Solutia 1
Intru-cat AD si AM sunt ceviene izogonale,
aplicam teorema lui Steiner si avem din (*),

P+ a®
b* =3¢*. Dar cum mza = ——si
2 4 .
s ) Figura 2
. s b+ a
¢ =m, obtinem ¢~ = -—,
2 4

rezultat care coroborat cu cel precedent ne da a* = 4¢? . Prin urmare a® = b% +¢? si
triunghiul este dreptunghic in 4 . Atunci x =30° si m(ﬁ’) =60°, iar m(é) =30°.

Solutia 2.

L L . . AD DM 1 .
Conform teoremei bisectoarei aplicata in triunghiul ADC avem — =——=—, deci
AC MC 2

AD = % si atunci in triunghiul dreptunghic ADC, m(ZE)=30°, iar m(£DAC)=60",

deci x =30°. Prin urmare m(£A4)=90", iar m(£B)=60°.
Solutia 3.

Presupunem ca unghiul £4 al triunghiului dat este ascutitunghic. Deoarece AD si
AM sunt izogonale rezultd cd AM trece prin centrul O al cercului circumscris
triunghiului 4BC si deci aceasta dreapta este chiar mediatoarea laturii[ BC], iar triunghiul
ABC este isoscel. In acest caz punctele D si M coincid, deci x = 0. Absurd!

Un rationament analog exclude si ipoteza ca unghiul £4 este obtuz si atunci
conchidem ca triunghiul ABC este dreptunghic in 4 .

Rezultd ca x =30"si atunci m(£B) =60, iar m(£C)=30".
Solutia 4.
Deoarece [AM ] este mediand, atunci A g, = Aycys sl astfel AB-AM -sin2x =

=AM - AC-sinx, deci AB-sin2x = AC-sinx . Se obtine ca £: 51T12x =
AB  sinx

2sinx-cosx N . A
=————=2cosx . Dar in triunghiul

sin x Figura 3

. AD
dreptunghic ABD avem ca cosx :E se

obtine relatia AC _24D ,deci AD = AC .
AB 4B 2

Din triunghiul dreptunghic ADC rezulta ca ¢ ¥ »
m(£C)=30" si m(£DAC)=60" . Asadar
x=30",deci m(£A4)=90",m(£B)=60".




Solutia 5.
FieME 1 AC, E € AC (figura 3). Dar (AM este bisectoarea unghiului ZDAC . Se

obtine ci ME =MD = = % . Din triunghiul  MEC dreptunghic rezultd ca m(£C) =30
si m(£DAC)=60°.
Asadar x =30°de unde m(£4)=90°,

A
m (AB) =60°.
Solutia 6.
Fie E simetricul lui A4 fata de BC .
Triunghiul ACE este isoscel cu AC =CE si 5 D F c

(CD) mediand. Cum DM =CTM rezulta ca

punctul M este centrul de greutate al
triunghiului AEC si AM contine mediana si

bisectoarea unghiului L(CAE ) ,deci AE = AC = CE . Rezulta ca triunghiul ACE este

E Figura 4

echilateral, deci m(ZCAE)=60"si x=30". Asadar m(zzl) =90°, m(é’) =60°,

m(C)=30°

Pledoarie pentru studiul surselor originale (2)

Prof. Paul Enache,
Colegiul National “Anastasescu”, Rosiorii de Vede

Vom prezenta in continuare o parte din rezultatele lui Euler, din capitolul 5 numit
“Asupra aflarii sumelor seriilor pornind de la termenul general”.
Consideram o serie al carei termen general, indexat dupd x este y, si al carei termen
precedent, cu indicele x—1 este v. Deoarece v se obtine din y , inlocuind pe xcu x—1,
: dy ddy d’y d* dy’
vom avea relatia: v:y——y+ )/2_ );-l- y4_ Y s+ (D
dx  2dx” 6dx’ 24dx® 129dx

Euler exprima valoarea functiei v in x —1 in functie de valoarea sa y in x si de

valorile derivatelor sale, evaluate implicit tot in x . Practic, formula de mai sus este formula
lui Taylor (desigur, se presupune tacit cd ea poate fi aplicatd, adica functiile sunt indefinit
derivabile, iar seria Taylor converge). Sa mai observam ca simbolurile x §i y sunt folosite
pentru a desemna valoarea unui indice natural si valoarea unei functii evaluati aici. In zilele
noastre o astfel de scriere ar produce multe confuzii. Iatd de ce vom formula de aici incolo
cu notatiile moderne. Astfel, relatia (1) devine:
S ) )
fx-D=f(x)- T + TR +....

Pentru x = k , obtinem f(k—1)= f£(k)— f'l('k)+f;(’k) i ';('k) Q)
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n n
Sanotam S(n) = f(k), T(n)=Y f(k-1).Atunci T(n)=S(n)-f()+ f(0). (2°).
k=1 k=1
Insumand relatiile (2) pentru valorile lui k& dela1la n , obtinem:

i_f(k—l)=if<k) >0, 505D 6

=1 i = 2! =1

Deci, T(n)=S(m)~ 3L '(k)+z S®) L0

= S 20 o5 3!

Din (2°) rezulta f(n)-f(0)= z S (k) Z IAGN Z fm(k)

P S | R A
z f '(k) f( ) f(0)+ z f "(k) i w Fon (4)
! P = 3!

Dem , daca stim sumele ai caror termeni generali sunt f’(k), £°(k),.....,putem calcula
suma al carei termen general este f’(k). In particular , metoda se poate aplica pentru
functiile de tip putere , pentru care derivatele de la un anumit ordin se anuleaza.

...... , sau echivalent

Exemplul 1: Daci f(x)=x". Atunci £(x)=4x" , ’(x)=12x*, £”(x)=24x , {"V)(x)=24 .

2
inlocuind in formula (4) , rezulta: Z L =n*-0+ Z 12k Z % Z E

= 1! = 6 =124

" n
Se obtine 4 Y. k> =n*+2n*+n’ Deci, 3 k> = n (n4+1)
k=1 k=1

Exemplul 2: f(x)=x. Atunci £(x)=5x", £’(x)=20x> ,£”(x)=60x> {"V)(x)=120x , {V(x)=120.

n 3 2 n n
Formula (4) devine : Y 5k* =n’+ Z 20k Z 60k~ | > 120k _ 3 120 )
k=1 2 k=1 6 k=1 24 k=1 120
Rezulti i i = n(n+1)(2n+ 1)(3n +3n-1)
k=1 30

Daca 1n formula (4) avem f(0) = 0 si notam (k) = g(k) , atunci vom avea:

Z g(k)=G(n)+ z g2({c) Z g3(‘k) + Z g (k) ...... (5) , unde G este o primitiva a lui g.
k=1 k=1 k=1

Derlvand relatia (5) , obtinem :

" m (iv)
Zg'(k) g+ 3 &K zg B3 B .6

=20 o = 4!
Punand in relatia (6) , in rolul Iui g pe g’ , avem :

L e 30 300,

= 20 o 3!

... (7). Punand din nou in rolul lui gpe g’ ,

n n o) n ()
obtinem: Y g"(k)=g”(n)+ >, g (k) > g (k) n
k=1 = 2 g 3!
Inlocuind in (5) rezulti

" m (iv)
Zg(k) Gy (g 30520, F£ B ),

=2 o 30 o 4l
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RS

" (iv) (iv) n )
g RED S ED g L (e £ 0.3 ED

=2t o 3! oo 3!

s.a.m.d. ®)
Dar, pe de alta parte putem exprima:

i g(k)=G(n)+a gn)+ L g’ n)+yg’(n)+o g”’(n)+...(*). Rezultd imediat cd « :%.

Din (8) , obtinem: Z g(k)=G(n)+ —g(n)— —g (n)+ - z 2"(k) - _22'_3' kz 2"(k)
=1 1

1

H—t—) 3 g™ (k) +.... = G)+ = gm)-— g’ )+ — (g ()+ = X g"(k) -

(2666),;1 (k) ()zg()6g()4(g()2k§1g()
SN LGS zg"<k>-— > g™+ zg“”(k)

N 6 i1

11 1 C . . 1
Rezultd ca f =—-—=—_ Continuand calculele , vom obtine y =0, 6 =——— ,&=0
6 12 720

,-...(prin alternanta, cate unul din termeni se anuleaza).

Aplicatii.
1) Daca g(x)—x2 se obtine ca:
Z k =G(n)+a g(n)+ B g (n)+}/g”(n)—— n ; a2+ = 2n n(n+1)6(2n+1)

k=1
2) Daci g(x)=x" se obtine ci:

> k= Gl gln) B ey &)+ 8 ) o g™ = gn 4ot dn' o 24n
p 2 12 720

_ 6n° +15n* +101° —n

30
Euler a rescris formula (*), redenumind coeficientii , anume:

Z g(k) G(n)+ g(n)+ 8 ()t g g”’(n)+ (V)(n)+ g(7)(n)+ T g¥()-.
k=1 . .

(tinand cont ca termenii se anuleaza prin altrnanga ).

Putem observa ca daca impartim aceste numere la numerele impare , vom obtine :

a 1 g1 BZI_Bf,,é—l—B 8=i—B10

—=—=By, -=-—=B,, =--

3.6 530 7 42 9" 30 11 66
s.a.m.d. unde (B,) sunt numerele lui Bernoulli, cu notatia moderna.
Ulterior, Euler, dar si alti matematicieni au descoperit o sumedenie de proprietati
interesante ale numerelor Bernoulli, iar formula de calcul pentru sumele de puteri a putut fi

n—1 r
rescrisd sub forma > k" =Y Be  rt ek

k=1 k=0 k! (I’—k+1)!
(se spune ca stiind primii 10 termeni ai sirului (B,) , Bernoulli a calculat in cateva minute
1421943194 +1000'°=9140992424142424342424192424500 ).

Iata in continuare cateva proprietati ale numerelor Bernoulli:
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n k
1) Formula de calcul este: B,= Y 1 > (=1)"Cir" . Euler a calculat numerele lui

k=0 k+1,29
Bernoulli pana la B;. Un secol mai tarziu, J.C. Adams a calculat aceste numere pana la
Bias. In 2002, canadienii Simon Plouffe si Greg J. Fee au calculat Bs50909, un numar cu
3.391.993 de cifre, folosind calculatorul personal, in 21 de ore. Metoda de calcul se
bazeaza pe legitura dintre numerele Bernoulli si functia zeta, permitand calculul unui
anumit numar din sir fara a fi nevoie sa se calculeze termenii anteriori ai sirului.
2) D.H. Lehmer si L. Carlitz au stabilit si alte proprietati. Astfel:

ook & 6k & 6k+2 1
2 CaBr =0, > CouusBep =2n+1, 3 Cg, 5 Bg,n =—(6n+5).
k=0 k=0 k=0 3

3) Karl von Staudt (1798-1867) si Thomas Clausen (1801-1885) au descoperit
independent o teorema ce afirma ca suma dintre B,y si suma inverselor numerelor prime p

. . . 1
cu proprietatea cd p-1 divide 2k este un numdr intreg, adicd -By, = Y. —(mod p)
(p-D2k P

(Teorema Clausen-von Staudt).

De exemplu , pentruk =6, B, = > lzl+l+l+1+LEﬁ mod 1).

GT2p 2 3 5 7 1372730

O consecinta imediata a acestei teoreme este cd pentru orice numar prim k de forma 3n+1
avem By =1/6 (mod 1), deoarece p-1 |2k =2-(3n+1) numai daca p -1 este unul dintre

numerele 1, 2, 3n+1, 6n+2, deci p este unul dintre numerele 2, 3, 3n+2, 6n+3. Dar 6n+3
este divizibil cu 3, iar 3n+2 este par deoarece 3n+1 este prim. Deci singurele numere prime
candidate sunt 2 si 3. Primele numere prime de forma 3n+1 sunt 7, 13, 19, 31, 37, 43, 61,
67,73, 97, ...., deci avem egalitétile:
Bis =By =By =Bs =B =Bgs=Bi2 =B34 =Biss=Biss=Bios =......= 1/6 (mod 1).

Teorema lui Staudt este foarte importanta pentru ca permite calcularea exacta a
acelor numere ale lui Bernoulli pentru care se cunoaste o aproximare suficient de buna. in
afara de teoria seriilor, numerele Bernoulli au multe aplicatii in topologia diferentiala,
analiza matematica si teoria numerelor. Sunt legate chiar de Marea Teorema a lui Fermat,
care afirma cd pentru n> 3, intreg, ecuatia x"+ y"=z" nu are solutii numere intregi, nenule.
inca de cand Fermat a formulat-o, pe la 1630, generatii de matematicieni au incercat sa
demonstreze acest enunt. Primul rezultat remarcabil 1-a obtinut Ernst Kummer (1810-1893)
care a demonstrat ca teorema este adevarata pentru numerele prime regulate, obtindnd un
criteriu de regularitate foarte frumos: un numar prim p este regulat < p nu divide
numdaratorii numerelor By, By,....B, 3 .

El a aratat ca toate numerele prime mai mici decat 37 sunt regulate, deci Marea
Teorema a lui Fermat este adevarata pentru aceste numere. Numarul 37 este primul numar
7709321041217  37-208360028141

510 510

prim neregulat, deoarece B3,=
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