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Pledoarie pentru studiul surselor originale

Prof. Paul Enache,
Colegiul National “Anastasescu’, Rosiorii de Vede

Lipsa de motivatie pentru invatarea conceptelor abstracte este , fard indoiala, o
trasiturd aproape unanim recunoscuti in scoala romaneasca. Incercirile noastre de a spori
efectul unei prezen-tiri a unui concept abstract prin folosirea unor aplicatii practice este
adesea sortit esecului. Si aceasta pentru cd multi elevi vid matematica doar ca pe un joc cu
reguli arbitrare, fara legaturi cu relitatea imediatd si chiar cu nimic altceva. Lucrurile nu
devin mai interesante pentru ei nici macar dacd ii convingem ca acele notiuni si concepte
sunt utile undeva. Matematica rdméane doar cu imaginea de “limbaj al stiintei”, dar acest
lucru nu o face mai atractiva. Iata de ce ar trebui s punem mai mult accent pe aspectele
creative, artistice chiar, in incercarea de a crea o fascinatie intelectuala. Din pacate, modul
in care sunt concepute subiectele la examenele importante din viata elevilor ce constituie
majoritatea populatieie scolare din tara noastrd ii Impiedica adesea si pe profesori sa isi
pund astfel de probleme. Un alt dezavantaj in predarea matematicii este ca inlatura
posibilitatea pentru elevi de a vedea matematica drept un proces in curs de desfagurare.

Caci, pe de o parte metodele traditionale de predare nu fac referiri la modul in
care matematicienii gandesc si lucreaza la rezolvarea unei probleme, iar pe de altd parte nu
este pus 1n evidentd modul in care se dezvolta o teorie matematica, din incercérile intinse
adesea pe mai multe secole, de a rezolva o anumitd problema. Iatd de ce, chiar si unor
tineri cu oarece afinitati pentru matematicd le vine greu si creadd ca aceasta este un
organism viu, ca si astdzi se face multd cercetare matematica. Si asta pentru ca ei nu vad
decét o structura pietrificata, cici ce altceva le-ar putea sugera listele cu formule pe care le
prezentam elevilor ? Ele nu au nicio urma din procesul de creatie umana, realizat cu cel
putin un secol In urma.

Matematicienii stiu Insa ca in lucrarile predecesorilor pot fi inca gasite multe surse
de inspiratie pentru cercetari actuale. Sunt incad multe de valorificat din lucrarile lui Gauss,
Weierstrass sau Hilbert si chiar mai In urma, la Euler. Pentru un scriitor, pictor, poet sau
filosof o astfel de observatie nu ar fi noud, caci in domeniile lor importanta studiului
lucrarilor originale, a tehnicilor si metodelor maestrilor o fost de mult recunoscuta. Astfel,
ei pot intelege framantarile si efortul ce a stat in spatele procesului creativ. Tinerii artisti
devin constienti ca si ei sunt parte a traditiei de creatie. Din pacate, in matematica simtul
traditiei s-a cam pierdut si, paradoxal, pentru acest lucru este adesea invocatd chiar
dezvoltarea exploziva a matematicii din ultimul secol. Se pune atunci intrebarea: pentru a
imbunatati situatia, oare este suficient ca tinerii sa studieze istoria matematicii ? Dar in felul
acesta nu am face altceva decat sd marginalizam subiectele importante, cici am vorbi
despre matematica, dar fara sa facem de fapt matematica. lar cartile de istorie a matematicii
insista pe perioada pre-renascentistad i acorda foarte putind atentie matematicii din secolele
XIX si XX sau matematicii din era babiloneand, care este foarte relevantd pentru multe
lucruri pe care elevii le studiaza astazi.

Chiar dacéd se adaugd unele referinte biografice sau comentarii in manualele de
matematicd (ceea ce se intdmpla in ultimii ani) si se dezvoltd putin latura umanid a
subiectului, totusi din punct de vedere al matematicii rezultatele sunt aproape nule. lata de
ce pledoaria aceasta nu este pentru studiul istoriei matematicii, ci al matematicii “istorice”.
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Si aceasta deoarece studiul operelor originale este esential pentru a intelege care sunt
radacinile unui anumit subiect, cum evolueaza si care sunt perspectivele. Caci Abel afirma:
” Cred cd pentru a progresa in matematicd trebuie sa studiem maestrii si nu pe elevii lor .

Evident ca orice idee matematica se construieste pe o succesiune de idei care au
precedat-o. Folosind sursele originale, tinerii au posibilitatea sd descopere radacinile
problemelor moderne, ideile si conceptele, uneori chiar intregul subiect. Ei vad obstacolele
pe care vechii matematicieni le aveau In trecut pentru a putea avansa in rezolvarea unei
probleme, intelegand cum trebuie abordati o problemd noud. in felul acesta, tinerii ajung
cat de aproape este posibil de experienta creatiei in matematica, fara intermediari.Ei pot
vedea si simti tenacitatea, starturile false si triumfurile adevaratilor matematicieni, salturile
semnificative ce au revolutionat diferitele domenii ale matematicii.

Un al doilea motiv, mai subtil dar poate derivand din primul este ca citind sursele
originale ei sunt initiati In modul in care matematica trebuie practicati: prin cercetare,
discutii si publicatii. Matematicienii de varf dintr-un domeniu citesc mai mult articole
rezultate din cercetare decat monografii. Si tinerii pot face acest lucru acum, la nivelul lor
de pregitire matematica. In felul acesta ei pot trii bucuria de a descoperi singuri anumite
lucruri si de a intra In rezonanta cu procesul complex al cercetarii stiintifice. Ar putea fi o
cale de a sparge sau macar de a fisura carapacea in care se ascunde Invataimantul nostru de
0 buna perioada de timp.

Iatd acum si un exemplu despre cum munca si rezultatele obtinute de mari
matematicieni din secolele trecute pot fi prezentate tinerilor de astdzi, eventual adaptand
notatiile .

In 1670, James Gregory (1638-1675) si Gottfried Leibniz (1646-1716) au des-
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coperit ca 1—§+§—7 +.. .=Z, ceea ce in esenta stiau i matematicienii din Kerala (sudul

Indiei) cu 2 secole mai inainte. Deoarece, cu exceptia seriilor geometrice, la acea vreme se
cunostea suma doar pentru un numar foarte mic de serii infinite, acest rezulat remarcabil i-a
indemnat pe Leibniz si pe fratii Jakob si Johann Bernoulli sé caute sumele si pentru alte

n . . - I 1 1 oy
serii, n particular pentru inversele patratelor 1+Z+§+E+....= , 0 problema ridicata de

Pietro Mengoli (1626-1686) in 1650 (problema “Basel”). Euler a demonstrat ca suma este
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egala cu —, utilizand ceea ce se cheama “formula de sumare”. Aceastd noua abordare a

n
cuprins atat problema Basel, cat si formulele pentru sumele de puteri Zik , unde k este un
i=1
numadr natural, sume ce erau studiate incd din antichitate 1n legaturd cu calculul ariilor si
volumelor. Formula de sumare 1-a ajutat pe Euler sa rezolve ambele chestiuni. Este o
ilustrare foarte frumoasa a modului in care generalizarea si abstractizarea pot conduce la
rezolvarea unor probleme ce pareau complet independente.

Sumele de puteri si formula de sumare a lui L. EULER

Povestea noastra incepe in vremurile antice cu incercarile grecilor de a calcula arii
si volume ,printr-o metodd exhaustiva. Pitagoreenii stiau 1n secolul VI L.C. ca

+1) . . .
1+2+3+...+n:n(nT) , iar Arhimede a demonstrat ceva echivalent cu formula moderna




_n(n+1)(2n+1)
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interiorul unei spirale. Insumarea unor puteri mai mari era cheia calculirii unor alte arii si
volume si gasim formula pentru suma cuburilor la Nicomanus din Gerasa (sec. I 1.C.) si
Aryabhata in India (499 D.C.) si Al-Karaji In lumea araba (pe la anul 1000).

Prima ncercare de a gési o relatie generala intre sumele cu diversi exponenti este
in lucrarile lui Abu Ali al-Hassan ibn al-Haztham (965-1039), care avea nevoie de suma
puterilor de ordinul 4 pentru a calcula volumul unui paraboloid de rotatie. Pe la jumatatea
secolului al XVII-lea Pierre de Fermat (1601-1665) si Blaise Pascal (1623-1662) au realizat
legaturile intre coeficientii binomiali (numere figurate) si sumele de puteri, din dorinta de a

pe care a folosit-o pentru a calcula aria din

calcula “ariile parabolelor superioare” ( adica y=x k ).

Pierre de Fermat numea incercarea de a calcula sumele de puteri ca fiind ,,poate
cea mai frumoasa problemd a aritmeticii” §i incerca sd obtind o solutie recursiva cu
ajutorul numerelor figurate. Pascal a folosit dezvoltarile binomiale si sumele telescopice
pentru a obtine prima formula recursiva intre sumele de puteri cu diversi exponenti.

Jakob Bernouli, lucrand la nou nascuta teorie a probabilitatilor, a fost primul care
a introdus printr-o conjecturd, un model general de abordare a sumelor de puteri, cu ajutorul
“numerelor Bernoulli”. In cartea sa postumi din 1713 “Arta de a crea conjecturi” el a dat

prima lista a formulelor sumelor de puteri pana la exponentul 10 (folosind notatia j pentru

suma discreta de la 1 la 10) (de exemplu , In :%nn +%n) si a surprins un model :

1 g 1 c Z_le-2_ . 2 lc-2-¢c-3-c-4 , .
c_ el 1 <1y =14 C B -3, C C =5 4
Jn'=qn et An 2.3.4 " 23456 n
2
~1-¢=2-¢c=3-c—4-¢-5-¢—6 L :
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ “p 1“7 +.....,unde puterile lui n scad din 2 in 2 pana ce
2-3:-4-5-6-7-8
ajung la n sau n?, iar A, B, C, D.... sunt ultimii coeficientii ce apar in calculul pentru I nz ,
. 1 1 . ..
jn4 ,In(’,j'ng ..., adica A=l ,B=——.,C=—, D=—i .., iar suma coeficientilor intr-o
6 30 42 30

formuli este 1. Euler va denumi aceste numere, numerele lui Bernoulli.

in jurul anului 1730, Leonhard Euler, pe atunci in varstd de 23 de ani, impreund cu
Christian Goldbach (1690-1764) si Daniel Bernoulli (1700-1782) au dezvoltat moduri de a
estima din ce in ce mai bine suma inverselor patratelor. Insa seria converge foarte incet. Ei
incercau sa ghiceascd valoarea exactd a sumei, sperand sa recunoasca o expresie familiara
(ceva in legaturd cu 77 ). Cu ajutorul formulei de sumare despre care vom discuta in
continuare, Euler a calculat 20 de zecimale ale sumeli, intr-un articol trimis Academiei de
Stiinte din Sankt Petersburg in 1735. Peste doar 7 saptamani, Euler si-a uimit din nou
contemporanii, rezolvand complet problema Basel, demonstrand printr-o metoda complet

2

diferita cd suma seriei este% . Cea mai mare parte a lucrarii “Institutiones Calculi

Diferentialis” scrisd doud decenii mai tarziu se referd la relatia dintre calculul diferential si
seriile infinite, unificind multe din descoperirile sale. El a dedicate capitolele 5 si 6
formulei de sumare si multiplelor sale aplicatii.
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Despre valoarea numarului 7t

Prof. Udma Arleziana Emilia
Colegiul Tehnic ,,Anghel Saligny”, Rosiorii de Vede

Este surprinzator, dar multi elevi de liceu, daca ar fi intrebati care este mai mare,
3,14 sau 22/7 ar spune ca cele doud numere sunt egale. Si asta fiindca ei cred cd ambele il
reprezintd pe T. in realitate, insa, nici unul din ele nu este 7. Numarul 3,14 este mai mic
decat 7, in timp ce 22/7, fiind egal cu 3,1428571..., este mai mare.

Exista unele dovezi ca vechii evrei si babilonieni au fost mai putin exacti decat
elevii de liceu de astdzi. Din Biblie aflam ca macheta unui bazin facut de Hiram din Tyre
pentru regele Solomon ,,era rotunda avand zece coti de la o margine la alta ... si o linie de
treizeci de coti 1i masura circumferinta”. Implicit, 7 era egal cu 3, din moment ce © este
raportul dintre circumferinta si diametrul cercului. in comparatie cu evreii, matematicienii
babilonieni utilizau o valoare ceva mai buna, considerandu-1 pe & egal cu 3,125. in schimb,
grecilor si chinezilor antici le-a fost clar cd il pot determina pe =m, cu suficientd precizie,
comparand cercul cu un poligon al carui numar de laturi sa fie ales astfel incat respectivul
poligon sd aproximeze cat mai bine forma circulara. Valoarea perimetrului unui poligon
regulat se putea determina relativ usor daca stiai distanta dintre centrul sdu si una dintre
laturi sau unul dintre varfuri. Utilizdnd aceastd metoda, Arhimede 1-a calculat pe =,
gasindu-i o valoare cuprinsd intre 3-10/71 si 3-10/70 (22/7), in timp ce, prin 500 d. Hr.,
invitatii chinezi au aratat ca 7 se afla undeva intre numerele 3,1415926 si 3,14152927. In
1596, Ludolph din Koln a utilizat aceeasi metoda pentru a-i da lui © o valoare cu 32 de
zecimale. Rezultatul obtinut este gravat pe mormantul sau, iar nemtii il numesc pe w, chiar
si in ziua de astazi, numar ludolphin.

Toatd lumea stia ca nici una dintre aceste valori ale lui © nu este exactd (din
moment ce ele se bazau pe perimetrele unor poligoane si nu pe circumferinta cercului), dar
nu era clar daci se va putea obtine vreodatda o valoare corectd. Cam in perioada in care a
trait Ludolph, Viete a conceput prima expresie numerica simpld pentru descrierea lui 7.
Acesta nu a mai fost exprimat sub forma unui numar zecimal sau a unei fractii, ci ca un
produs infinit. Matematicienii de mai tarziu au gasit alte produse infinite §i serii (sume)
infinite pentru . Doua dintre cele mai simple sunt de fapt egale cu n/2, respectiv /4. in
secolul XVII, John Wallis a descoperit ca produsul m/2=2/1x2/3x4/3x4/5x6/5x6/7x...... ,
unde numadratorii sunt numere pare $i numitorii numere impare, fiecare numar aparand de
cate doua ori, fie ca se afla la numarator, fie ca se afla la numitor. James Gregory si Wilhem
Gottfried Leibnitz au descoperit, pentru 7/4, o suma infinitd care este $i mai simpla:
w/4=1/1-1/3+1/5-1/7+1/9-1/11+... Aceasta este cunoscutd sub numele de seria Leibnitz,
desi Gregory este cel care a descoperit-o primul. Aceste expresii infinite dau valori
acceptabile pentru 7, dar nu spun daca el poate fi exprimat sub forma unui numar zecimal
finit. Or, multe produse sau serii infinite converg catre o limitd zecimala finita.

in orice caz aceste produse si serii infinite asiguri un calcul mai facil al
aproximarilor lui m decat metoda poligoanelor. La sfarsitul secolului XVII, Abraham Sharp
a ajuns la o valoare compusa din 71 zecimale. In secolul XIX, m a fost extins treptat,
ajungand 1n 1853, dupa calculele facute de William Shanks timp de 15 ani, la 707 zecimale.
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Din péacate insd, dupd inventarea calculatoarelor, s-a constatat cd Shanks gresise cea de-a
528-a zecimala, toate celelalte fiind, evident, eronate.

Revenind, in secolul XVIIIL, Johann Lambert a reusit sa solutioneze in sfarsit una
dintre problemele legate de w. El a aratat cd = este irational sau, cu alte cuvinte, cé nici nu
poate fi exprimat sub forma unui numar zecimal finit, nici nu are vreun grup de zecimale
care sa se repete (nu poate fi scris sub forma de fractie zecimala periodica).

Mai exista insd o problema inruditd care ramasese nesolutionata. Cel putin din
secolul V 1. Hr., de pe vremea lui Anaxagora, oamenii Incercasera sa construiasca un patrat
care sa aiba aceeasi suprafatd cu un cerc dat, folosindu-se doar de rigla si compas. Prin
1775, numarul celor care mai incercau sa solutioneze faimoasa problema era atat de mare
incat Academia din Paris a luat hotararea de a nu mai examina nici o lucrare pe aceasta
tema.

Problema gésirii cuadraturii cercului a fost cu adevarat solutionatd abia in 1882
cand matematicianul Ferdinand Lindemann a aratat ca ©t face parte dintr-o clasa de numere
dintre a carei membri nu sunt cunoscuti decat cativa. Aceste numere se numesc
transcendente. Ele sunt mai numeroase decit oricare altele, mult mai familiare.
Caracteristica lui definitorie este ca nu pot fi radacini ale ecuatiilor algebrice cu coeficienti
intregi. Posibilitatea construirii unei linii cu rigla si compasul implica faptul ca lungimea
respectivei linii este radacina unei astfel de ecuatii. Din moment ce 7 este transcendent, el
nu poate fi o astfel de radacina.Ca atare, gasirea cuadraturii cercului este imposibila.

Concluzia expusd mai sus nu i-a oprit insd pe oameni sa calculeze in continuare
valoarea lui  cu din ce in ce mai multe zecimale. In anii 1940-1950, cand calculatoarele
electronice au fost accesibile, unii dintre ei au utilizat metoda de calcul al Iui © pentru a
demonstra virtutile noilor instrumente. Prin 1949, in 70 de ore timp-computer (a se compara
cu cei 15 ani de timp-gandire umana ce i-au fost necesari lui Shanks), numarul de zecimale
ale lui m a fost extins la 2037. In 1988, japonezul Yasumasa Kanada, specialist in
computere, ajungea la 201326000 de zecimale si planuia sa meargd mai departe. Calculul
efectuat de el In 1988 a necesitat numai 6 ore timp-computer.

BIBLIOGRAFIE:
Alexander Hellemans, Bryan Bunch , Istoria descoperirilor stiintifice
Ed. Orizonturi/ Ed. Lider — Bucuresti 1988.

IDENTITATI. IDENTITATEA LUI HERMITE. CONSECINTE

Prof. Nitu Stefan
Liceul teoretic ”AL.I.CUZA” Alexandria

Un rol important in rezolvarea exercitiilor cu parte intreaga il are identitatea lui
. 1 2 n—1
Hermite: [x]+ {x +—} + {x +—} +...+ {x + —} = [nx], (*),
n n n

adevaratd pentru (V)xeR, si (V)neN".

Inainte de a demonstra identitatea (*), vom demonstra cateva identitati particulare
(pentru n =2 si n = 3), identitati care se regisesc si in manualele de liceu. intr-adevar, daca
facem n = 2, respectiv n = 3, in identitatea (*), se obtin alte doua identitati importante:

1)™ Si se arate ca: (V)xeR = [x]+[x+%] = [2x], (a).
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2)M Si se arate cid: (V)xeR = [x]+[x+%]+[x+§] = [3x], (B).

Demonstratie. 1) Notim x = m+t, meZ, te[0,1). Relatia (o) devine [m+t]+ [m+t+1 ] =
2

[2m+2t] si folosind proprietatea [k+y] = k+[y], (V)keZ, yeR obtinem m+[t]+m+[t+%] =
1 1 113
2m+[2t] < [t]+[t+5] [2t], relatie adeviaratd pentru te[0,1), caci |! +2 € 25
21 €[0,2)=[0,1)U[1,2)

1

= te {0,%] u{%,lj si discutam dupa valorile lui t. Daca te [0, 1 ) rezulta ca [t]=0, [HE 1=0

si [2t]=0 deci relatia este adevarata. Daca te[E , )= [t]=0, [t+ 5 1= 1si[2t] =1 deci

relatie adevarata.
2) Notam x = m+t, meZ, te[0,1) si analog ca la exercitiul 1), obtinem relatia echivalenta

[t]+ {t + %} —{t + %} = [3t], relatie adevarata. Pentru te[0,1) < 3t€[0,3).Fie deci

te[0,1)= [0, %j U [% ,%j U [% ,1] . Discutand dupa valorile lui t, avem:

Caz 1). te [0,%) = t+§ € {O, %) ,t+§ €[0,1) si 3te[0,1), iar daca inlocuim = 0+0+0 =0,

relatie adevarata.

Caz2).te F 2) :>t+1e[§,1],t+2 €[1,4)si 3te[1,2) iar daca inlocuim = 0+0+1=1
373 3 303

relatie adevarata.
Caz 3) te E ,1) = t+é e {Li), t+§ e[4,1) si 3te[2,3), iar dacd inlocuim = 0+1+1 = 2
3 3

relatie adevarata.

Observatie importanti. Este indicat sa se observe mai intdi daca este verificata

identitatea Hermite (eventual un caz particular), pentru a simplifica efectuarea calculelor.
Sa demonstram acum identitatea Hermite pe caz general:

[x]-{x+l}+[x+g} +...~{x +n_—1} =[nx], (V) xeR, neN".
n n n

n n n

Metoda 1. Fie x = [x]+0, ae[Ol):Mxe{k k“j (V)kel0.1,...n1} = [x+-]=[x].

(WM1e{0,1,...,n—k-1}; [x+l] = [x]+1, (V)le {n—k,nk+1,..., n—1}; iInsumam, obtinem

Z[x+—] {[x]+ +[x]J [([x]+l)+...+([x]+l)] = n[x]+k. Apoi [nx] = [n([x]+a) ] =

"n—k"ori "K"ori

[n[x]+na] = n[x]+[na] = n[x]+k cici, din ae {5 Al IJ = noe[kk+1) deci [na] =k
non
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Metoda a 2-a. Scriem numarul xeR astfel: x = [x]+a cu a€[0,1). Dar a.€[0,1) implica
faptul ca o este situat intre doud numere consecutive dintre urmatoarele:

2 - . .
2,1,—,...,n—1,£.Fle k si k+l (0 £k £n-1, keN) aceste numere = k <a<
nnn n n n n n
K+l Avem gix+1=h=1 [y 22k L o [x]+k+1+”_—k_1 = [x]+1 si x+— =
n n n n n n
n—k k nk . n-1 n—1 k+1 n-1
[x]+ot+ —— > [x]+—+—— =[x]+] iar x+ = [x]+a+ <[x]+ +— =
n non n n n n
[x]+ n+k [x]+2. Atunci [x] < [x+1]< ... < [X+n——lc—1] < [x]+1 si [x]+] < [x+ n-k 1<
n n n
< n-1 _ 1. n-k-1, . n-k-,_ _ n-1
S xt—]< X2 = X]=[xt—]=... =[xt Isixt——=]=...=[xt——]
n n n n n
- k
= [x]+1. Atunci [x]+[x+l]+...+[x+n_l] = k[x]+k([x]+1) = n[x]+k = [nx] deoarece — <
n n n
o< implicd k < na < k+1 deci putem scrie na. =k+a’ cu 0 <o’ < 1. Deci [nx] =

[n[x]+na] = [n[x]+k+o ] = n[x]+k; proprictatea Hermite este demonstrati, deci S = [nx].

Metoda a 3-a. Fie neN" fixat si A R—Z, f{x) = [x]+ {x+l} +.. .+{x+n_l}—[nx]. Atunci
n

n
Six+ 1 )= [x+l} +{x+2}+ {x+§} +...+{x+f} —[nx+1]=
n n n n n
1 2 n—1 . T L
{x+—} +{x+—} +...t+ {x+—} +Hx]-nx]-1 = f(x), VxeR, deci feste periodicd, de perioada

n n n

T= 1 . Studiem multimea valorilor (Imf) pe [0, 1 ). Pentru xe[0, l) =
n n n

[x]: 0, {)H—l} = 0,{x+g} = 0,...,{x+ n—l} =0, [nx]z 0
n n n
Adunand aceste egalitdti se obtine f{x)=0, (V)xeR deci

[x]-{x+l} -{x+z} +... -{x + = 1} =[nx], (V)xeR, neN".
n n

n

Metoda a 4-a. Discutim membrul stang al egalitatii. Daca x<[0, L ], atunci toate numerele
n

X, X+, l, s Xt sunt mai mici ca 1, i partea intreagad din fiecare este 0; [nx] = 0.

n n
Deci, in acest caz identitatea Hermite este demonstrata. Fie acum x arbitrar. Daca se

. 1 S g A« <
mareste X cu —, atunci toti termenii din partea stanga se deplaseaza cu un loc spre dreapta,
n

. . - . S . 1 A
iar ultimul termen [ern—1 ] devine [x+1]. Deci, prin marirea lui x cu —, partea stanga se
n n

mareste cu 1, iar partea dreapta se mareste de asemenea cu 1. Pentru orice numar x exista




1 SR . m L T
ae[0,—), astfel incat x sa difere de a prin — , unde meZ. De aici rezulta ca identitatea se
n n

pastreaza pentru orice X.
Vom prezenta in continuare doud probleme, relativ asemanatoare:
1) Sa se rezolve ecuatia: | 2x—1| [4x+1| =5x -4
3 6
a)x=0;b)x<0;c)x=4;d)x=5;¢e)x=—

Solutie Verificam, mai intai, daca putem aplica o identitate HERMITE de tipul (o).

. . . 1
Daci notam 2¥ — ! =y, observam ca 2¥=1 1 _ 4x+1 deci ecuatia devine [y]+ { y+ E} =5x—4.
3 3 2 6

in membrul stang, putem folosi identitata HERMITE: [y] + { y +%} =[2y] si inlocuind

x= 3 2+1 , ecuatia este echivalentd cu [2y] Sy -3

(1). Folosim definitia: [2y] < 2y < [2y]

+1,(V)yeR, ob;inemlsy_3 <2y< By-3 <:>i<y<i (2). Daca notam [2y]=keZ
2 2 1"
_ 2k . . L .
= 15); 3 =k=>y= 1;3 care, inlocuit in relafia (2), implicd _ 2 . 4 < ® si deoarece
11 11

keZ = k=0. Atunci y:% :ng. Raspuns e)
2)Aflati xeR astfel incat {Zx - 2} {x 1} 2002
3 6

(Concurs matematica Sf. GHEORGHE - 2002)
2x -2

[n-z} i kez <=3 <k+1
=k,ke
Solutie: Ecuatia nu este de tip HERMITE. Notam 3 o1
/< <l+1
[ﬂ}:l,lez
6 k —1=2002
kszx_2<k+1 x—1
= 3 si adundm = 2001<—— <2003 = 4003 <x <4007 (1). Apoi
-x+1 2
-l-1< <~
2x -2
k< k+1 3k+2 3k+5 3x +2
sistemul R e T Tty B Y, D IuL I P PN
<X 6l —T<—x<—6l—1
6
k—4l<4
k—al>_1= k-4l e(-1,4)nZ=140,1,2, 3.
kleZ

k—-41=0

31=2002

Cazl) |, _r002= fals.
leZ

kleZ
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k—4l=1 |:2x—2
Caz 2! k_l:2002:> 31220013{l=667 . ApOl 3

k =2669 _
kileZ [" 1}

}:4l+1

=1

2x

-2
Hrls==<dl+2 ¢ adundnd = 51 +1< =5 < 61 +3 cul=667=

x-1 6

/< <l+1
6

20021 20033 — x£[2004,2 ; 4006,6) (2). Din (1) si (2)= x&[2004,2;4006,6);
5 5

k—41=2 k—4l=3
Caz3) -1 =2002 3{3122000, fals. Caz 4) k—l:2002:>{
k.leZ lez kleZ
in concluzie, solutia ecuatiei, este orice x din intervalul [2004,6 ; 4006,6)
OBSERVATIE Acest exercitiu dovedeste ca, atunci cand nu se verifica o identitate

HERMITE, rezolvarea este destul de laborioasa, si cu destule dificultati.
Problema nu a fost rezolvata integral de nici un concurent !

3/=1999
leZ

fals.

VARIANTE ATIPICE DE RATIONAMENT INDUCTIV

Prof. Irina Anghelescu
Grup Scolar Industrial “Grigore Cerchez”, Bucuresti

Pornind de la cele doud principii ale inductiei matematice, se obtin doud variante
(clasice) ale metodei inductiei matematice.
In cele ce urmeaza, vom nota cu P un predicat peste N.

VARIANTA 1:
Pentru a demonstra ca P(n) este adevarata V neN, n> ny se demonstreaza ca P(n,)
este adevarata si ca implicatia P(k) — P(k+1) este adevaratd V k > n,.

VARIANTA 2:

Pentru a demonstra ca P(n) este adevarata V neN, n> n, se demonstreaza ca P(ny)
este adevarata si cd implicatia (P(ng) A P(ngt1) A... A P(k) ) — P(k+1) este adevarata
Vk> ny.

Vom aplica in cateva exemple alte doud variante ale rationamentului inductiv.

VARIANTA 3:
Daca p,ngeN, p= 1 astfel incat P(ny), P(ng+1),....,P(ng+p-1) sunt adevarate si
implicatia P(k) — P(k+p) este adevarata V k > n,, atunci P(n) este adevaratd ¥V neN, n> n,.

APLICATII:
1. Aratati ca un patrat poate fi impartit in n patrate mai mici cu suprafete disjuncte,
unde n este un numar natural mai mare sau egal cu 6.
Demonstratie:
Notam cu P(n) propozitia de demonstrat. Aratam ca P(6), P(7), P(8) sunt
adevdrate.
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1 |2 |3 1 5 12|34
4 3 5

6 6 7 6| 8
> 7

Descompunerea in 6 Descompunerea in 7 patrate ~ Descompunerea 1n 8 patrate
patrate P(7) adevarata P(8) adevarata
P(6) adevarata

Demonstram ca P(k) - P(k+3), V k> 6. Vom modifica unul dintre cele k patrate,
celelalte k-1 ramanand neschimbate. Patratul ales se imparte in patru patrate congruente. Se
obtin astfel 4 patrate, care impreuna cu celelalte k-1 formeaza k+3 patrate. Obtinem ca
P(k+3) este adevarata. Cele doua conditii (verificare si demonstrarea implicatiei) sunt
indeplinite, deci P(n) este adevaratda V n=> 6.

2. Teorema Erdos-Suranny
Sa se arate ca pentru orice numar intreg exista un numdr natural nenul m si o alegere a
semnelor astfel incat
n=t 1+ 2"+ 3+ ...+ m.
Demonstratie: Este suficient sd ardtam cerinta pentru n numar natural. Notdm cu P(n):
“exista un numdr natural m astfel incdt n sd fie suma algebrica de & 22, 32,...., m?”
Verificam ca P(0), P(1), P(2), P(3) sunt adevarate si aratam ca P(k) - P(k+4), V keN.
P(0): 0=1*+2%-3%+4%-52-6’+7* (A) , P(1): 1=1%(A), P(2): 2=-1%-22-3%+4% (A)
P(3): 3=-1+22 (A)
Presupunem cé P(k) este adevarata, deci exista un numar natural m astfel incat
k=% 12+£2°+ 3%+ . +m’ Prin calcul direct se aratd ci 4=(m+1)’-(m+2)*-
(m+3)*+(m+4)>. Deducem
ktd=+ 17422+ 3%+ & m*+(m+1)*-(m+2)*-(m+3)+(m+4)?,
deci pentru k+4 am gasit numarul m+4 ce indeplineste conditiile cerute. Am arétat astfel ca
P(m+4) este adevarata si putem concluziona ca P(n) este adevarata pentru orice numar
natural.

VARIANTA 4 (inductie ,, de sus in jos™):

Daca existd un sir nemarginit de numere naturale (ky,),, astfel incat P(k,,) sa fie
adevaratd V meN si daca P(k) > P(k-1), V k> 1, atunci P(n) este adevarata pentru orice
numar natural.

APLICATIE: Inegalitatea mediilor
Sa se arate ca oricare ar fi n numere strict pozitive a,, a,, as, ..., a,, 1= 2 are loc

inegaliatea p/a;-a,-..-a, < aqtap+..+a
n

Demonstratie:

Notam cu P(n ) propozitia de demonstrat. Alegem sirul k,=2", sir de numere naturale
nemarginit

Demonstram prin inductie dupd m (varianta 1) ca P(2™) este adevarata, V m > 1.
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= = a;+a . . ix
Se demonstreaza usor ¢d £/aq-a, < % , V a;,a,>0. Deci P(2') este adevirata.

Vom arita ci P(2¥) — P(2"""). Fie 2" numere strict pozitive: a,, a,, as.... , a k-

Avem ca:

kel P . p2k)
2’ aas.a ,..a =212%la,a,..a , 2%|a a . . a
\/ 1428 f @ i) 1420 2k Pk, Sk+l S

+a +..+a
B 2k+l

2k+1

Concluziondm ci P(25"") este adevirata, deci P(2™) este adevarati, ¥V m > 1.
Demonstram acum cad P(k) - P(k-1), Vk >3 .
Din P(k) adevarata deducem ca oricum am alege k numere reale strict pozitive a,,

o e . . as+as+...+a
ay, a3, ..., Ay, este adevdratd inegalitatea ,k/a1 “@p ...y S% . Alegem

1 1

= k-1 : 5 Kk -
a,=(a;-a,-ay-... -a,_)*! Obtinem ca \/(a1-32-...-ak_1)(a1-a2~...~ak_1)k 1<

]
r= K
ajt+as+...ta_q+(@-ay ... a_q)k |</ ]
<\(@j-ay-...-a <
K (@s-az k-1)

1

ajt+as+...+ag_q+(@-ay ... a )k _
< (k=1 kFas-as-...-aq <
K (k=1) 1-a2 k-1

+as+..+ .
<aqy+as+...+ay_q. Asadar KVa;-ay-...-a, 4 < 21 a(zk_1) Bkt si P(k-1) este

-

adevarata. Deducem ca P(n) este adevarata Vn > 2.

NOTE MATEMATICE

2 P

Generalizarea teoremei catetei si inaltimii
Prof. Marius Burtea
Liceul Pedagogic ,, Mircea Scarlat” Alexandria

In nota de fati ne propunem a da o relatie din care, prin particularizari, si se
deduca teorema catetei i teorema Indltimii Intr-un triunghi dreptunghic.

Vom demonstra urmatorul rezultat:
Teorema

Fie ABC un triunghi ascutitunghic si AD si BE 1naltimi ale acestuia, E€AC,
DeBD. Atunci are loc relatia:

BD-DC+ AE- AC = AD* (1)
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Demonstratie
Fie ABC ascutitunghic. Atunci punctele D si E apartin segmentelor [BC],
respectiv [AC] . Triunghiurile BEC si ADC sunt
asemenea fiind dreptunghice si avand unghiul C A
comun. Din asemanarea acestor triunghiuri se obtine
egalitatea:
EC _BC E
DC  AC
din care rezultd ca EC-AC = BC-DC . Asadar
EC-AC=(BD+DC)-DC sau

(AC - AE)- AC = BD-DC + DC? sau
AC? —DC? = AE-AC+ BD-DC B D C
Aplicand teorema lui Pitagora in triunghiul ’

dreptunghic ADC se obtine ci 4D? = AE-AC+BD-DC , adicd relatia ~ Figura 1
ceruta.

Cazuri particulare.

-Pentru A=E unghiul A este unghi drept, iar din relatia (1) rezultd ¢ BD - DC = AD?,
adica teorema inaltimii.

-Pentru B = D unghiul B este unghi drept, iar relatia (1) devine AE-AC = AD* = AB*,
adica teorema catetei

Tema de studiu
Cercetati ce devine relatia (1)daca triunghiul ABC este obtuzunghic. Se mai obtin in
particular teoremele catetei si inaltimii ?

Asupra unei probleme pregatitoare pentru O.I.M

Prof. Mihai Ionescu ,
Inspector scolar de specialitate, ISJ Teleorman

In Gazeta Matematica a aparut la rubrica “Probleme pregatitoare pentru O.IM”
urmatoarea problema:

“Daca n este un numdr natural impar (n > 1) §i p = 4n +1 este numdr prim,
atunci 4"+1 este divizibil cu 5p.”

Problema admite extinderi la o forma mai generala. Cateva abordari in acest sens
se pot face cu ajutorul claselor de resturi.

Solutia problemei:
Deoarece n este impar existd k numar natural, astfel incat n = 2k+1. Se obtine ca 4" +1 =
AR = (41 (474 +4 - 1) deci numarul 4" +1 este divizibil cu 5.

Mai aratam cd 4™+1 este divizibil cu p, adica 4*"'+1 : 8k+5 sau 2*%"%+1 : 8k+5
In corpul Zg.s ,cu 8k+5 numar prim, consideram urmatoarele identitati:
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2:1=2, Inmultind aceste egalitati va rezulta:

2-2=4.... Q¥ 2123, 4k +2) =
2-Qk+1)=4k+2 =24 bk + 2)(-D) (13 Ak 1) =
2.0k +2)= 4k +4)=—(ak+1) = (1) (1.2:3........- 4k +2)

22k + 3): (K + 6): —{4k—1) Deoarece 8k+5 este prim, in corpul Zg.s avem ca

_ ( (_ 1-2-3........ -4k +2 # 0. Deoarece numarul 1.2.3. ...

E 2k + 4)= - fk -3 ) """""" (4k+2) nu se poate divide cu numarul prim 8k+5 , prin
2- (4k + 2)= -1 inmultirea egalitatii cu (1-2-3........ 4k +2)7" rezulta ca

(2)**2 = (—1)** adica (2)**2+1 =0, deci 2*">+1: 8k+5, ceea ce incheie

demonstratia.

2-1=2 : ,

- Metoda prezentata se poate aplica pentru numere prime

2-2=4.. de mai multe forme, de exemplu daca n=4k+1 este

3% —1=2k—2 numar pr'im: pute@ scrie ir} %4k+1

- Inmultind relatiile rezulta ca:

2-k=2k —op - = - _ - .

3 A Ti=2k 2= (kD) 2 (1/;27-.; ..... -2k)i(2 A 20D (13 2k 1)) =

2.%50 = 2 = —(OR=B)....... =020 26)

TR T Deoarece 12:3....2k nu poate fi divizibil cu un numar
e prim 4k+1 rezulti ¢a (1-2-........ -2k) # 0 si este astfel

inversabil In Z4..;. Asadar ramane ca 2% = (—i)k , adica 2%+ (-1)*" 1 4k+1

2.1=2

_ Inmultind relatiile rezulta

2-2=4 aon=l = = A - =2 = = -
T S (12 N = ()T A2 2T

e i e -

2_(2)11—2 :(2)11—1 deci (2) =1, adica 2° —1:2" +1,

= - = - _ — _ t 2n+1 - . )
3" 2+1)=(2)n 1+2=_((2)n 1_1) pentru numar prim

2.@" 2+ =" +a=~@" -3

Procedeul se poate aplica pentru numere prime de forme diverse care permit simplificarea
care apare necesara in finalul rationamentului.
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