ARTICOLE SI NOTE

In legatura cu o teorema de medie a lui Dimitrie Pompeiu

Prof. Nicolae Loghin,
Colegiul National ,,Al. D. Ghica” Alexandria

Urmatorul enunt este cunoscut sub numele de Teorema de medie a lui Pompeiu:

Teorema 1
Fie f:[a,b]—> R, a,b e (0,+x), astfel incat

a). f este continud pe [a,b] ;
b). f este derivabild pe (a,b) ;

Atunci existd ¢ € (a,b) cu proprietatea ca

‘ f@©)=¢f"(c), ()
a- b

In nota de fatd vom da demonstratia acestei teoreme §i unele observatii asupra sa.
Demonstratie

Functiile g,h:[a,b] > R, g(x)= S ) , h(x) :l sunt functii derivabile pe intervalul
X X

(a,b). aplicand teorema lui Cauchy functiilor g si 4, rezulta ca existd ¢ € (a,b), astfel

3 8D 8@ g e et EO 8@ _dB) b (@) |
o) —ma) K@ h(b)—h(a) a—b

af (b)=bf (@) _
a-b

g'(c)

h'(c)

cu relatia ceruta.

Teorema admite §i o interpretare geometricd.

Astfel, fie f:R — R o functie derivabild, a,b € (0,+0) si punctele A(a, f(a)),

B(b, f(b)) . Dreapta AB intersecteaza axa Oy in punctul punctul P(0,y) .
Impunand conditia ca secanta AB

si tangenta in punctul C(c, f(c¢)) la graficul y

= f(c)—cf'(c) se obtine egalitatea f(c)=cf'(c) , relatie echivalenta

functiei f, sa fie concurente in punctul
P(0,y) € Oy , se obtine relatia (*).
Intr-adevir, ecuatia dreptei AB

ese v f@=LOLD gy o "
—a

conditia ca aceasta dreapta sa treaca prin
punctual P se obtine ca

y:f(a)_a.f(b)—f(a) _af(b)=bf(a)
b—a a->b
punctual C este y— f(c)= f'(c)-(x—c¢) . Din conditia ca aceastd tangentd sa contind
punctul P rezulticay= f(c)—c- f'(c), (2). Din relatiile (1) si (2) rezultd egalitatea (*).
Schimband datele problemei rezulta o alta teorema de medie.

, (1). Ecuatia tangentei la graficul functiei f* in
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Teorema 2
Fie f:[a,b]> R, a,b € (0,+x), astfel incat
a). f este continua pe [a,b];
b). f este derivabild pe (a,b), cu derivata nenula pe [a,b] ;
). f(b)# f(a).
Atunci existd c¢ € (a,b) cu proprietatea ca 4 (b)=b/ (@) =c— J(©)
b—a f(e)

(%)
Demonstratie
Se aplica teorema Iui Cauchy functiilor g, :[a,b]— R, g(x) = ——, h(x) = ——
S (x) S (x)

Si aceastd teorema admite o interpretare
geometrica.
Fie punctele A(a, f(a)), B(b, f(b)). Dreapta
AB intersecteaza axa Ox in punctul punctul
P(x,0)e Ox .

Impunand conditia ca secanta AB si
tangenta in punctul C(c, f(c)) la graficul

P(x,0) A(a,f(a)
/ X

functiei f, sa fie concurente in punctul
P(x,0)€ G , se obtine relatia (**).

Operatii cu functii avand proprietatea lui Darboux

Prof. Luminita Cozma
Liceul Pedagogic ,,Gh. Asachi” , Piatra Neamt

Este interesant de vazut daca, operand cu functii ce au proprietatea lui Darboux, se
pastreaza aceasta proprietate. Rezultatele urmatoare ne vor lamuri cu privire la acest aspect.

Notam cu D()={f:1 —» R | [ are proprietatea lui Darboux} multimea functiilor
Propozitia 1
Fie f:1 > Ro functiesi a e R. Daca f € D(I) atunci
a). a+ feD();
b). a-feD().
Observatie: Suma a doud functii cu proprietatea lui Darboux nu are, In general,

proprietatea lui Darboux (cand sumam doua functii cu proprietatea lui Darboux putem
obtine orice fel de functie).

1 1
—x#0 . —cos—,x =0 L
Exemplu: Fie /,g:R—> R, f(x)= o8 X * sig(x)= €08 X * . Se obtine ca
1, X = O 1, X = 0
0, x#0 o . . .
f+g2:R>R, (f+2)(x)= ) 0 Observam ca f si g au proprietatea lui Darboux

pe R, iar functia suma f + g nu are proprietatea lui Darboux pe R .
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Teorema ( W. Sierpinski, 1956)
Pentru orice functie f:R — R ,exista functiile £}, f, :R—> R,

fi» /o € D(R) ,astfel incat f = f; + f,
Propozitia 2

. . . o1
Daci f:1 — R"este o functie cu proprietatea lui Darboux pe 7 atunci — are

proprietatea lui Darboux pe 7 .
Demonstratie

Presupunem fard a reduce generalitatea ca f(/)c Rj_ =(0,+0). FieJ c/un

interval. Atunci (%J )= {ﬁ,x € J} = {i,y € f(J)} = (%, %) . Asadar functia %

duce intervalul J intr-un interval, deci are proprietatea lui Darboux.
Observatie

Produsul a doua functii cu proprietatea lui Darboux nu are, In general, proprietatea
lui Darboux.

7+sinl, x#0

Exemplu Fie f:R > R*, f(x)= x ,f€DR). Cum f #0,
6, x=0
— L xx0
!
o 1 (1 7+sin—
conform propozitiei precedente, 7 € D(R), adica ? (%) = X e D(R).
l, x=0
6
1 7+ sinl x#0
Notim g=— si fie A R->R,A(x)= x’ , he D(R).  Rezulta
! 7, x=0
1, x#0

ca (hg)(x) = h(x)g(x) = £D(R).

Z, x=0
6
Observatie

Daca f,g: I >R, f,ge D), g(x)#0,(V)x €[ ,atunci nu rezulta, in general,

ca A are proprietatea lui Darboux pe 7 .

Exemplu :
1 1
3+cos—,x#0 . 34+cos—,x =0
Fie functiile f:R >R, f(x) = cosx * , g:R>R", g(x)= cosx .
3, x=0 2’ x=0

1, x#0
f,ee DR)si g(x)#0, é:R—)R,(é](x)= 3 ¢ D(R) .
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In continuare vom considera o conditie mai tare decat f € D(I) si anume
f € P(I) unde P(I)reprezinta multimea functiilor care admit primitive pe intervalul [ .
Propozitia 3
Daci f,g:1 >R, f,geP()si g(I)cR" atunci A e D).
g

Demonstratie
Vom folosi definitia proprietatii lui Darboux. Fie x;,x, € I cu x; <x,sifieun 4

) )

.Cum g(/)c R"avem ci g(I) < (0,+o0)sau
g(x) g(xy)

oarecare cuprins intre

[ _, - S
g(x) g(xy)
Ag(x1) <0 <f(x;) - hg(x2) /() = A:g(x) <0< f(xy) —A:g(x,) . Considerdm
functia/ = f — A-g . Cum P(])este spatiu vectorial, rezultd ca he P(I) = he D(I).
Deoarece h(x;) <0 < h(x,)rezultd cad (I)c € (x;,x,) astfel incat A(c) =0, deci

/@ _,
g(c)

g(I) < (-=,0) . Presupunem g(/) < (0,+x) si . Avem ca f(x;) -

f(c)—A-g(c)=0.Dar g(c)=0sirezulta ca . In concluzie functia 1 e D(D)

Propozitie
Fie f:I->R, feDU), g:J—>R, geD(J)si f(I)cJ . Atunci functia

go f:I > R, are proprietatea lui Darboux pe intervalul /.
Propozitie
Fie f: I — R o functie bijectiva. Atunci f € D(/)dacé si numai daca
f_l eD(). Daca B={f:1—> I|f bijectiva si f € D(I)} , atunci (B,°) are o structura
de grup.
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