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ARTICOLE ŞI NOTE  
 

În legătură cu o teoremă de medie a lui Dimitrie Pompeiu 
 

Prof. Nicolae Loghin,  
Colegiul Naţional „Al. D. Ghica”  Alexandria 

 
Următorul enunţ este cunoscut sub numele de Teorema de medie a lui Pompeiu:  

       
Teorema 1 

Fie : [ , ]f a b → , , (0, )a b∈ +∞ , astfel încât  
                 a). f este continuă pe [ , ]a b  ; 
                 b). f este derivabilă pe ( , )a b  ; 

Atunci  există ( , )c a b∈ cu proprietatea că  1 ( ) ( )
( ) ( )
a b

f c cf c
f a f ba b

′⋅ = −
−

, (*)  

În nota de faţă vom da demonstraţia acestei teoreme şi unele observaţii asupra sa. 
Demonstraţie 

Funcţiile , : [ , ]g h a b → , ( )( ) f xg x
x

= , 1( )h x
x

=  sunt funcţii derivabile  pe intervalul 

( , ).a b  aplicând teorema lui Cauchy funcţiilor g  şi h , rezultă că există ( , )c a b∈ , astfel 

încât ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

g b g a g c
h b h a h c

′−
=

′−
. Având în vedere că ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
g b g a af b bf a
h b h a a b

− −
=

− −
, iar 

( ) ( ) ( )
( )

g c f c cf c
h c
′

′= −
′

se obţine egalitatea ( ) ( ) ( ) ( )af b bf a f c cf c
a b
− ′= −
−

, relaţie echivalentă 

cu relaţia cerută. 
Teorema admite şi o interpretare geometrică.  
Astfel, fie :f →  o funcţie derivabilă, , (0, )a b∈ +∞ şi punctele ( , ( ))A a f a , 

( , ( ))B b f b .  Dreapta AB  intersectează axa Oy în punctul punctul (0, )P y .   
 Impunând condiţia ca secanta AB  

şi tangenta  în punctul  ( , ( ))C c f c  la graficul 
funcţiei f , să fie concurente în punctul 

(0, )P y Oy∈  , se obţine relaţia (*).  
 Într-adevăr, ecuaţia dreptei  AB  

este ( ) ( )( ) ( )f b f ay f a x a
b a
−

− = ⋅ −
−

. Din 

condiţia ca această dreaptă să treacă prin 
punctual P  se obţine că 

( ) ( ) ( ) ( )( ) f b f a af b bf ay f a a
b a a b
− −

= − ⋅ =
− −

, (1). Ecuaţia tangentei la graficul funcţiei f  în 

punctual C  este ( ) ( ) ( )y f c f c x c′− = ⋅ − . Din condiţia ca această tangentă să conţină 
punctul P  rezultă că ( ) ( )y f c c f c′= − ⋅ , (2). Din relaţiile (1) şi (2) rezultă egalitatea  (*). 

Schimbând datele problemei rezultă o altă teoremă de medie. 

C(c,f(c)) 

P(0,y) A(a,f(a)

   B(b,f(b)) 

          x 

          y 
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Teorema 2 

Fie : [ , ]f a b → , , (0, )a b∈ +∞ , astfel încât  
                 a). f este continuă pe [ , ]a b ; 
                 b). f este derivabilă pe ( , )a b , cu derivata nenulă pe [ , ]a b  ; 
                 c).  ( ) ( )f b f a≠ . 

Atunci  există ( , )c a b∈ cu proprietatea că ( ) ( ) ( )
( )

af b bf a f cc
b a f c
−

= −
′−

  , (**)  

Demonstraţie  

Se aplică teorema lui Cauchy  funcţiilor  , : [ , ]g h a b → , 1( )
( )

g x
f x

= , ( )
( )
xh x

f x
= . 

Si această teoremă admite o interpretare 
geometrică.  
Fie punctele ( , ( ))A a f a , ( , ( ))B b f b .  Dreapta 
AB  intersectează axa Ox în punctul punctul  

( ,0)P x Ox∈ .   
 Impunând condiţia ca secanta AB  şi 

tangenta  în punctul  ( , ( ))C c f c  la graficul 
funcţiei f , să fie concurente în punctul 

( ,0) fP x G∈  , se obţine relaţia (**) .  
 

Operaţii cu funcţii având proprietatea lui Darboux 
 

                                                       Prof. Luminiţa Cozma 
      Liceul Pedagogic „Gh. Asachi”  , Piatra Neamţ 

 
Este interesant de văzut dacă, operând cu funcţii ce au proprietatea lui Darboux, se 

păstrează această proprietate. Rezultatele următoare ne vor lămuri cu privire la acest aspect. 
Notăm cu ( ) { :  }D I f I f are proprietatea lui Darboux= →     mulţimea funcţiilor  
Propoziţia 1 

Fie :f I → o funcţie şi a∈ .  Dacă ( )f D I∈  atunci  
  a). ( )a f D I+ ∈ ; 
  b).  ( )a f D I⋅ ∈ . 

  Observaţie: Suma a două funcţii cu proprietatea lui Darboux nu are, în general, 
proprietatea lui Darboux (când sumăm două funcţii cu proprietatea lui Darboux putem 
obţine orice fel de funcţie). 

Exemplu: Fie , :f g → ,
1cos , 0

( )
1,         0

x
f x x

x

 ≠= 
 =

şi
1cos , 0

( )
1,         0

x
g x x

x

− ≠= 
 =

. Se obţine că  

:f g+ →  , 
0,   0

( )( )
1,   0

x
f g x

x
≠

+ =  =
. Observăm că f şi g  au proprietatea lui Darboux 

 pe , iar funcţia sumă f g+ nu are proprietatea lui Darboux pe . 

C(c,f(c)) 

P(x,0) A(a,f(a)

   B(b,f(b)) 

          x 

          y 
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Teoremă ( W. Sierpinski, 1956) 
Pentru orice funcţie :f → ,există funcţiile 1 2, :f f → , 

1 2, ( )f f D∈ ,astfel încât 1 2f f f= +  
Propoziţia 2 

Dacă :f I ∗→ este o funcţie cu proprietatea lui Darboux pe I atunci 1
f

 are 

proprietatea  lui Darboux pe I . 
Demonstraţie  

Presupunem fără a reduce generalitatea că *( ) (0, )f I R+⊂ = +∞ . Fie J I⊂ un 

interval. Atunci 1 1 1 1 1( ) , , ( ) ,
( )

J x J y f J
f f x y d c

       = ∈ = ∈ =      
      

. Aşadar funcţia 1
f

 

duce intervalul J într-un interval, deci are proprietatea lui Darboux. 
Observaţie 
  Produsul a două funcţii cu proprietatea lui Darboux nu are, în general, proprietatea 
lui Darboux. 

Exemplu Fie :f ∗→ , 
17 sin ,  0

( )
6,               0

x
f x x

x

 + ≠= 
 =

, ( )f D∈ .  Cum 0f ≠ ,  

conform propoziţiei precedente, 1 ( )D
f
∈ , adică 

1 ,  017 sin1 ( )
1 ,               0
6

x

x xf
x

 ≠
+  =  

  
=



( )D∈ . 

Notăm 1g
f

=  şi fie :h → ,
17 sin , 0

( )
7,              0

x
h x x

x

 + ≠= 
 =

,  ( )h D∈ .  Rezultă 

că
1,    0

( )( ) ( ) ( ) 7 ,  0
6

x
hg x h x g x

x

≠
= = 

=

( )D∉ .   

Observaţie  
  Dacă , :f g I → , , ( )f g D I∈ , ( ) 0 , ( )g x x I≠ ∀ ∈ ,atunci nu rezultă, în general, 

că f
g

 are proprietatea lui Darboux pe I  . 

Exemplu : 

Fie funcţiile :f → , f(x) = 
13 cos , 0

3,               0

x
x

x

 + ≠

 =

, :g ∗→ , 
13 cos , 0

( )
2,              0

x
g x x

x

 + ≠= 
 =

 

, ( )f g D∈ şi ( ) 0g x ≠ ,   :f
g

→ ,
1,   0

( ) 3 ,  0
2

x
f x
g x

≠  =   =  

( )D∉ .   
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În continuare vom considera o condiţie mai tare decât ( )f D I∈  şi anume 
( )f P I∈  unde ( )P I reprezintă mulţimea funcţiilor care admit primitive pe intervalul I . 

Propoziţia 3  

  Dacă , :f g I → ,  , ( )f g P I∈ şi ( )g I ∗⊂ ,atunci f
g
∈ ( )D I . 

Demonstraţie  
Vom folosi definiţia proprietăţii lui Darboux. Fie 1 2,x x I∈ cu 1 2x x< şi fie un λ  

oarecare cuprins între 1

1

( )
( )

f x
g x

 şi 2

2

( )
( )

f x
g x

. Cum ( )g I ∗⊂ avem că ( ) (0, )g I ⊂ +∞ sau 

( ) ( , 0)g I ⊂ −∞  . Presupunem ( ) (0, )g I ⊂ +∞ şi 1

1

( )
( )

f x
g x

 < λ < 2

2

( )
( )

f x
g x

. Avem că f(x1) - 

λ·g(x1) < 0 < f(x2) - λ·g(x2) 1 1 2 2( ) · ( ) 0 ( ) · ( )f x g x f x g xλ λ− < < − . Considerăm 
funcţia ·h f gλ= − . Cum ( )P I este spaţiu vectorial, rezultă că ( )h P I∈ ⇒  ( )h D I∈ . 
Deoarece 1 2( ) 0 ( )h x h x< < rezultă că 1 2( ) ( , )c x x∃ ∈ astfel încât ( ) 0h c = , deci   

( ) · ( ) 0f c g cλ− = . Dar  ( ) 0g c ≠ şi rezultă că ( )
( )

f c
g c

λ= . În concluzie funcţia f
g
∈D(I) 

Propoziţie  
Fie :f I → ,  ( )f D I∈ ,  :g J → , ( )g D J∈ şi ( )f I J⊂ . Atunci funcţia  

:g f I → , are proprietatea lui Darboux pe intervalul .I  
Propoziţie  

Fie :f I → o funcţie bijectivă. Atunci ( )f D I∈ dacă şi numai dacă 
1 ( )f D I− ∈ .  Dacă B = { :    ( )} f I I f bijectivă şi f D I→ ∈ , atunci ( , )B are o structură 

de grup. 
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